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1 Opgave 1

a

Bestemmer matricen A,, som opfylder T,(x) = A x:

1 -1 1
Ag=13 -2 2
1 0

b

Hvis T, er bijektiv, sa er den bade injektiv og surjektiv. For at den er injektiv,
ma ker(T) = {0} og for at den er surjektiv ma ran(T") = R™.
Bestemmer ker(T') ved forst at fa matricen pa reduceret rackkeechelon:

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
3 -2 2 —3r1+1ry > 1y~ 0 1 -1 —ry+7r3 —>73 "~ 0 1 -1
1 0 a 1 0 a 0 1 a-1
1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1
—Tro+7T3 —=>7T3~> 0O 1 -1 rg:— ~> 0 1 -1 rg+7T9 =19~ 0O 1 0
0 0 a @ 1o o0 1 0 0 1

—r3+ry—=>n7ry~

o = O
— o
o O =
o = O
_— o O

1
To+7T1>7T1 > 0
0



Da der ikke er en fri variabel, méa ker(T') = {0}, og derfor veere injektiv.
Da alle sgjler er pivot-sgjler i den reducerede raekkeechelon, vil ran(T") veere
alle sgjlerne i A,:

1 -1 1
En basis for ran(T): 13|, -21,] 2
1 0

Og her ses det, at ran(T') = R3, som er lig m = 3 for matricen A,, og er derfor
surjektiv. Da den bade er injektiv og surjektiv, ma den veere bijektiv.
Bestemmer den inverse 7,1

1 -11]100 1 -1 1 | 1 0 0]
3 22| 010|-3rm+r—>r~|0 1 -1 | -310
1 0 a| 001 1 0 a | 0 0 1
1 -1 1 | 100 1 -1 1 10
—ri+r3 >3~ (001 -1 | =3 1 Of-rg+r3—>rz~|0 1 -1 | =3 1
0 1 a-1 | -101 0 0 a 2 -1
1 -1 1 | 1 0 0
—T3 ~ 0 1 -1 ‘ -3 1 0 r3g+Tr9 > 719~
S U N
1 -1 1] 1 0 0] 101 ] -2+2 1-11
01 0| -3+%2 1-L Llpwprism~j01 0| 342 1-L 1
00 1| - U
100 -2 1 0
—rg+7ry =11~ 010 | —3+2 1—% %
0o01| o

Derfra ses det, at den inverse matrice til 7! er bestemt til:

-2 1 0
At=|-3+2 1-1 1
2 ¢ 1t 1

Og den linesere transformation 7-! kan derfra bestemmes til

—2x1 + o
THx)=|(-3+ %)xl +(1- %)m + %1’3
%l’l — (llIQ + %ZL‘g
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C

Det vides at fglgende er gaeldene:

A —(a-1)A%2-aA,-al=0
Omskriver udtrykket:

A2-(a-1)A,-a-aA;'=0

—

A2 - (a-1)A,-a=aA}

—
EAZ—@AQ—1=A;1
a a

<~

1 -1
—A?LX—MACLX—X=A;1X
a a

Og at fglgene kan omskrives:
(TyoT,oT,)(x)=Ax
T?(x) = A*x
To(x) = Agx
T:'(x) =A%
Og derfra kan udtrykket omskrives yderligere

lAz:x - (o= 1)Aa:x -x=A'x
a a

<

T,'(x) = é(TaoTa)(x) - (a; 1)Ta(x) -x

Da det oprindelige udtryk var gaeldende, ma

T,'(x) = é(TaoTa)(x) - (a; 1)Ta(x) -x

derfor ogsa veere gaeldende.



d

For at bestemme en basis til ker(7Ty) seettes a = 0 1 matricen A, og fas pa
reduceret raekkeechelon:

1 -1 1
A0= 3 -2 2
1 0 0
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
3 -2 2|-3ri+rg—>1r9~|0 1 -1|-ri+rg—>r3~|0 1 -1
1 0 0 1 0 0 0 1 -1
1 -1 1 10 0
-ro+rg—=>r3~ |0 1 —1frg+r;—->r;~|0 1 -1
0 0 O 00 0

Her ses det, at z3 er en fri variable og at alle lgsninger til systemet kan
opskrives til hvor z3 =1t

T 0
To| = t]1
xT3 1
0
Og derfra kan en basis til ker(Ty) afleeses til: {| 1 | ;. Hvor dimensionen er 1.
1

e

En basis for ran(7p) kan bestemmes ved at se pa Ay pa reduceret rackkee-
chelon form ovenfor, og se, at kolonne 1 og 2 er pivotsgjler hvilket udggr en
basis for ran(Ty) for den originale matrice, altsa en basis for

1 -1
ran(Ty) : {|31],| -2
1 0

Hvilket er 2 dimensioner.



For at bestemme P p. ¢ opstilles 3 totalmatricer (dog samlet til 1) og venstre
side fgres pa reduceret reekkeechelonform:
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Og derfra ses basisskiftmatricen



b

For at bestemme Po._p vides det, at det blot er den inverse til Pg._¢, altsa
P . =Pc.p. Bestemmer derfor P

1 0 2] 10 0] 1 0 2 | 1 00
1 1 0|01 0f-r+rp>r~|[0 1 -2 | -1 10
0 -1 1|00 1] 0 -1 1 | 0 01
10 2 1 00 102 |10 0
ro+rs>r3~|0 1 -2 | -1 1 Ofrs--1~|0 1 -2 | 0 1 0
00 -1|-111 00 1 [1-1-1
102 |1 0 0
2rs+ry=>ra~ |0 1 0 1 -1 -2|-2r3+r1—>r; ~
001 |1 -1 -1
100 | -1 2 2
010 1 -1 -2
001 | 1 -1 -1
Derfra ses det, at
-1 2 2
Py o=Pcep=|1 -1 -2
1 -1 -1

C

Bestemmer for hvilke talpar (a,b) vektoren x = u; + auy + bug ligger i planen
span{vy,va}:
Omskriver fgrst x:

1 -1 1 l-a+b

0 1 0 a
X =u; +auy +bus = 1 +a 0 +b ol = )

1 1 1 l+a+b

Opstiller et ligningssystem og lgser det:

0 -2 | 1-a+b 1o | 1

1 1 | a 1 1 | a

1o |1 [T 0 <2 | d-asp| TR
2 0 ‘ l+a+b 2 0 ‘ l+a+b



1o | 1 1 0 1
0 1 | a-1 | , |01 a-1
0 -2 | 1-a+b| 17770 -2 | 1-a+b
2 0 | 1+a+b 0 0 -1+a+0
10 | 1]
2rg +1rg > 1 01 ‘ a-1
20 0 | -l+a+h
00 ‘ -l+a+0b
hvor a + b = 1 ligger vektoren x =

Derfra ses det, at for alle talpar af (a,b
u; + auy + bug i planen span{vy,vo}

N—’

d

Hvis linjen skeerer i underrummet, ma koordinaterne veere lig hinanden i et
punkt, og kan derfor opstille et ligningssystem for at bestemme det punkt:

1 -1 1 | t+2
01 0| 1
1 0 0| ¢
11 1| 1

Lgser systemet ved at fa matricen pa reduceret raekkeechelon form:

1 -1 1 | t+2 1 0 0| ¢

01 0| 1 01 0| 1

1o 0| ¢ [T a1 1| e

11 1| 1 11 1| 1
(1 0 0 | ¢ 1 0 0| ¢
—r1+7r3—>"r3~ 010 | ! —T1+T4 >Tyg~ 010 ‘ L
SRR R [V TS B I R (B T N .
1 1 1|1 0 1 1 | 1-¢
[1 00| ¢ 100 | ¢
010 1 010 1
To+T7T3—=>T3~ 00 1 ‘ 3 —To+Ty =>Ty~ 00 1 ‘ 3
01 1 | 1-¢ 001 | ¢




100 | ¢
I [ 0] 1
AT o 01 |3
000 | -t-3
Derfra ses det, at ¢ = =3 giver netop en lgsningen til systemet, og derfor

skeerer linjen kun underrummmet i

17 [2
ol |1

31 ol T =3

ol |1 1

For at bestemme [x]p kan et ligningssytem oprettes:

-1
t1uyg + touy + tgug = _13
1
1 -1 1] -1
01 0] 1
1 0 0] -3
11 1] 1

1 -1 1| -1 1 0 0| -3
0 1 0| 1| _ 01 0| 1
1o o | =377 1|
11 1] 1 11 1] 1
1 0 0| -3 1 0| -3
R (I Y CRSE (R
11 1| 1 01 1| 4
100 | -3 100 | -3
m+m+m»()10‘ 1_M+M9MM0:10|1
001/ 3 001/ 3
01 1| 4 001 3



100 | -3
010] 1
TrTTT g 001 | 3
0001 0
Dyvs.
t1] [-3
ta|=|1
ts] |3
-3
og derfor er [z]g=] 1
3

[2]c kan nemt bestemmes ved at gange Po.p pa [z]5:

-1 2 21|-3 11
[ZE]C:PCQ—B[x]B =1 -1 -2 11=1-10
1 -1 -1f[3 -7
e

Forst kan et ligningssytem opstilles:

tl - tg + t3
12
X = t1u1 + tgllg + t3u3 = .
1
t1+1ty +13

Det vides yderligere, at V' = {(0,0, x3,z4) € R*x3,24 € R}, som kan saettes lig

X:
t1 —to +13 0

to 10

t e

tl + tQ + tg Ty

Derfra ses det, at t5 = 0:

tl—t2+t3 t1+t3

to _ 0

t | 4
t1+t2+t3 t1+t3



Og derfra ses det yderligere, at ¢; +t3 =0 <= t; = —t3, som kan bruges til
at omskrive retningsvektoren:

t + 13 —tg + 13 0
0 |_ 0 |0
ti | t |t

tl + tg —ng + t3 0

Dvs. at nar t; = 0, vil linjen ga igennem origo.

Opgave 3

a

51— C

Det ses, at rumskibet parallelforskydes med vektoren C'S = ( ) Derfor

S92 = Co
sendres koordinaterne til

CfZ(Sl—Cl)-FCl:Sl

el = (sy—cy)+cy =59
sh=(s1-c))+5=25 -
st =(s3—co) +55=259— ¢y

Herefter kan det bestemmes, hvad hver reekke skal veere:
Raekke 1 skal give ¢l = s;:

cF=51=0c;+0-cy+1-5,+0-59
Rackke 2 skal give cf = sy:
05281:0'01+O‘C2+0'81+1‘52
Raekke 3 skal give s =251 - ¢;:
Sf=281—61=—1-Cl+0~02+2'81+0'82

Raekke 4 skal give s =25y — ¢o:

352232—02=0-cl+—1-02+2-31+2-32
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Dvs. matricen F kan bestemmes til

0O 0 10
0 0 01
F= -1 0 20
0 -1 0 2
Hvor dvs.
0 0 1 0][g s1 cf
0 0 0 1]|e2]_ S9 B 05
-1 0 2 0f|s1| [2s1-a| [sF
0 -1 0 2]|so 289 — Co 55
b

L

Forst bestemmes vektoren (ilL) ift. ¢1,co, 5108 S, da det er opgivet at
2

(le) _ [01] s [005(9) —sin(@)] [31 - Cl] _
sk ca| |sin(0) cos(0) ||s2—co

lcll . [008(8)(31 —c1)—sin(0)(sy - 02)]

o sin(0)(s1 —c1) + cos(0)(sy - c2)

[01 +cos(0)(s1—c1) —sin(6)(sy - 02)]

ca +sin(0)(s1 —cy) + cos(0)(s2 - c2)

Da det yderligere vides, at ¢ = ¢; og ¢ = ¢, kan koordinaterne efter Ly er
ganget pa kan omskrives til

ck 1
Cé _ Co
skl e+ cos(0)(s1— 1) — sin(6)(sg — )
sk ey +sin(0)(s1—cy) + cos(0)(s2 - c2)

Herefter kan formlen kontrolleres, ved at se om det giver samme udtryk som
ovenfor:

1 0 0 0 c
0 1 0 0 |
1-cos(f) sin(0) cos(0) -sin(0)||s1]
—sin(0) 1-cos(0) sin(0) cos(0) [|s2

11



(1-cos(0))cy + sin(0)ca + cos(0) sy — sin(0)ss
—sin(0)cy + (1 - cos(0))co + sin(0) sy + cos(0) sy

1 ck
Co _ C%
c1+cos(0)(s1—c1) —sin(0)(s2—ca) | | sk
co + sin(0)(sy —c1) + cos(0)(s2 - ¢2) sk

Derfra ses det, at Ly er korrekt. Og det vides yderligere, at L_y = Ry, som
kan bruges til at kontrollere Ry:
1 0 0 0
Lo - 0 1 0 0 B
7 1-cos(-0)  sin(-0)  cos(-0) -sin(-0)|"
—sin(=0) 1-cos(-0) sin(-0) cos(-0)

1 0 0 0

0 1 0 0 |_n
1-cos(f) -sin(f)  cos(0) sin(@)| 7
sin(0)  1-cos(0) -sin(0) cos(H)

Og deraf er Ry ogsa korrekt.

C
Tastkombinationen angivet svarer blot til at gange de tilhgrende transforma-

tionsmatricer pa koordinatvektoren:

L20L20L20FFR20R20F

_ o O O

Udregnet ved brug af matrix multiplikations funktionen i python fra tidligere

opgave A:
0 1,285

0 12,532

0

1

10,943
3,471

L2OL20L20FFR20R20F
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Det ses, at 20° - 18 = 360°, hvilket er antal grader pa en cirkel. Sa den drejer
blot rumskibet en hel omgang, og derfor zendres rumskibets koordinatvektor
ikke. Hvilket betyder, at L,® skal veere identitsmatricen, for ikke at sendre
positionen.
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